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L’objet de cette e´tude est la reconstruction tomographique d’objets ou d’or-
ganes qui se de´forment au cours de l’acquisition des projections dans un
scanner. Notre approche est celle de la compensation analytique des de´for-
mations lors de la reconstruction. Nous concentrons ce travail sur la ge´ome´-
trie conique 3D. Nous introduisons une classe de de´formations pre´servant la
ge´ome´trie conique 3D et nous montrons que les de´formations issues de cette
classe, beaucoup plus vaste que celle des de´formations affines, peuvent eˆtre
compense´es analytiquement. Nous illustrons la compensation de de´forma-
tions de cette classe par des expe´rimentations nume´riques sur des fantoˆmes
dynamiques en ge´ome´trie conique 3D.
Abstract :
In dynamic tomography, the measured object or organs are no-longer sup-
posed to be static in the scanner during the acquisition but are supposed to
move or to be deformed. Our approach is the analytic deformation compen-
sation during the reconstruction. Our work concentrates on 3D cone beam
tomography. We introduce a new large class of deformations preserving the
3D cone beam geometry. We show that deformations from this class can be
analytically compensated. We present numerical experiments on phantoms
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showing the compensation of these deformations in 3D cone beam tomogra-
phy.
1 Introduction et notations
Ce travail est une contribution a` la compensation des mouvements en
tomographie. Ces dernie`res anne´es de nombreux travaux ont e´te´ effectue´s sur
ce sujet, principalement motive´s par l’imagerie tomographique cardiaque. En
effet, la reconstruction d’organes en mouvement rapide souffre de nombreux
artefacts. Des me´thodes de reconstruction synchronise´e par l’ECG ont e´te´
de´veloppe´es [13, 8]. L’ajustement de parame`tres d’acquisition a` la pe´riode
cardiaque ainsi que l’optimisation de sche´mas d’e´chantillonnage ont aussi
e´te´ propose´s pour l’ame´lioration des images reconstruites [20].
Nous concentrons ici notre travail, sur la compensation de de´formations
en ge´ome´trie conique 3D. La transforme´e en rayon conique 3D (ou Cone-















ou` ~ζ ∈ S2 est un vecteur unitaire de R3 (S2 est la sphe`re unite´ de R3),
~a(t) ∈ R3 est la position de la source de rayons X au temps t ∈ I ⊂ R, t est
alors aussi le parame`tre de la trajectoire de la source, en ge´ne´ral, une courbe
gauche, voir la figure 1. La fonction f est a` support compact et ~a(t) est a` une
distance strictement positive du support de f . Cette transformation apparaˆıt
dans les proble`mes de reconstructions a` partir de mesures de projections
de rayons X sur des de´tecteurs plans ou sur des de´tecteurs multi-lignes de
scanners. ~ζ est alors la direction du rayon X joignant la source ~a(t) et le
pixel du de´tecteur ayant produit la mesure scalaire Dtf(~ζ). Le parame`tre t
de la trajectoire peut eˆtre identifie´ au temps : en effet, la source de rayons-X
se de´place au cours du temps et Dtf(~ζ), a` t fixe´, est suppose´ acquis en un
temps ne´gligeable ∀~ζ ∈ S2.
Le proble`me en tomographie conique 3D est celui de la reconstruction
de f a` partir de gD. De nombreux travaux traitent de ce proble`me avec, ces
dernie`res anne´es, de riches de´veloppements de me´thodes exactes et efficaces
de reconstruction de f a` partir de Df , en particulier sur une trajectoire
he´lico¨ıdale de la source ~a(t) (trajectoire classique des scanners me´dicaux)
mais aussi plus re´cemment suivant des trajectoires plus ge´ne´rales (voir par
exemple [11, 3, 14, 15, 18, 27]). En reconstruction 3D interventionnelle a`
partir de radiographies, la trajectoire de la source est souvent circulaire [4,
26].
En tomographie dynamique, la fonction a` reconstruire de´pend aussi du
temps t. Notre approche sur la compensation des de´formations suit celle de
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Crawford et al [2], comme dans [21]. L’ide´e est d’introduire un mode`le de de´-
formation ~Γt (suppose´ connu) de´pendant du temps t dans la reconstruction.
~Γt est ici une bijection sur l’espace R
3. Nous supposons que l’atte´nuation




, ou` f est la
fonction d’atte´nuation de re´fe´rence (par exemple a` t = 0) au point ~x ∈ R3.
Ainsi ~Γt transforme simplement ~x au temps t en sa position ~Γt(~x) au temps
de re´fe´rence (t = 0). Nous supposerons dans toute la suite que ~Γt est une
de´formation suffisamment re´gulie`re ainsi que son inverse.
Le proble`me que nous conside´rons est celui de la reconstruction de f
ou de manie`re e´quivalente de f~Γt a` partir de projections coniques Df~Γt ,
cf (1), connaissant la de´formation ~Γt. Notre objectif est de compenser la








Fig. 1 – Parame`tres de la ge´ome´trie conique.
Dans [21] la compensation de de´formations est incorpore´e dans l’al-
gorithme de reconstruction analytique. La me´thode est exacte pour des
de´formations affines ~Γt, de´pendantes du temps d’acquisition, en tomogra-
phie 2D+t paralle`le et fan-beam (une ge´ne´ralisation en 3D+t est propose´e
dans [19]). La me´thode de reconstruction 2D+t fan-beam avec compensation
des de´formations affines (de´pendantes du temps) de [21] est base´e sur l’adap-
tation de celle propose´e par Noo et al [17] pour la reconstruction statique
associe´e a` une trajectoire minimale, en particulier dans le cas circulaire. Elle
repose sur l’ide´e majeure que l’espace des droites est invariant par transfor-
mation affine.
Pour conserver les “bonnes proprie´te´s” des formules d’inversion FBP en
tomographie, il ne semble pas ne´cessaire que la transformation ~Γt laisse glo-
balement invariant l’ensemble de toutes les droites du plan. Par contre, afin
de rester dans le cadre de la tomographie, c’est-a`-dire de la reconstruction
d’une fonction a` partir de ses inte´grales sur des droites, il est essentiel de pre´-
server la proprie´te´ moins forte suivante : les droites d’acquisitions au temps t
sont transforme´es en droites au temps de re´fe´rence t = 0 par la de´formation
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~Γt. C’est l’ide´e de base de ce travail. Nous avons propose´, en tomographie
2D, des classes de de´formations qui pre´servent les droites paralle`les d’ac-
quisition (i.e., qui transforment les droites paralle`les d’acquisition en droites
paralle`les a` t = 0), et celles qui pre´servent la ge´ome´trie des demi-droites en
e´ventail (fan-beam) [6, 7] et nous avons propose´ une me´thode de compen-
sation analytique d’une sous classe de ces de´formations. Ces de´formations
contiennent, bien entendu, les transformations affines et ge´ne´ralisent [21].
Dans la section 2, nous de´veloppons une extension de ces re´sultats en 3D
a` la ge´ome´trie d’acquisition conique (de´note´ CB, dans la suite pour Cone-
Beam). C’est la ge´ome´trie d’acquisition la plus courante dans les scanners
multi-lignes ou dans les syste`mes d’imagerie radiologique 3D intervention-
nelle [4, 26]. Plus pre´cise´ment, nous construisons une classe de de´formations
compensables analytiquement en ge´ome´trie 3D CB. Nous proposons dans la
section 3, des expe´rimentations nume´riques illustrant nos me´thodes de com-
pensation sur des fantoˆmes nume´riques en ge´ome´trie CB et nous comparons
les reconstructions a` partir des projections CB de fantoˆmes dynamiques avec
ou sans compensation des de´formations.
2 De´formations en ge´ome´trie CB 3D
Dans [21], en 2D, la fonction f (et donc f~Γt) est reconstruite par une
me´thode analytique de type FBP (Filtered Back-Projection) a` partir de la
transforme´e T , paralle`le ou en e´ventail, T f~Γt de f~Γt , lorsque
~Γt est affine.
Nous avons propose´ dans [6, 7] une ge´ne´ralisation a` des classes de de´forma-
tion pre´servant la ge´ome´trie des droites d’acquisition. L’ide´e est d’e´crire ces
de´formations ~Γt comme la composition d’une de´formation globale affine ~At,
compensable par l’approche de [21] et d’une de´formation ~∆t compensable
directement dans les projections. Nous rappelons que pour ~Γt = ~At◦ ~∆t nous
avons










= f ~At ~∆t
(~x) (2)
Ainsi, si nous savons compenser la de´formation ~∆t directement dans les
projections T f ~At◦~∆t alors nous savons calculer T f ~At a` partir de T f ~At◦~∆t , la
compensation de ~At e´tant ensuite traite´e par [21].
Dans la suite de cette partie nous proposons de de´velopper cette ide´e
dans le cadre de la transformation 3D conique.
2.1 Ge´ome´trie 3D conique
Une de´formation ~Γt : R
3 → R3 pre´servera la ge´ome´trie conique d’ac-
quisition si elle transforme le point source ~a(t) ∈ R3 au temps t en un
point source virtuel ~Γt (~a(t)) au temps de re´fe´rence (typiquement t = 0)
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d’une part et si elle transforme une demi-droite issue de ~a(t) en une demi-
droite issue de ~Γt (~a(t)) d’autre part. Introduisons les coordonne´es sphe´riques
(l, ~ζ) ∈ R+ × S2 de ~x− ~a(t), i.e., ~x = ~a(t) + l~ζ. Nous notons la demi-droite
issue de ~a(t) et de direction ~ζ sous la forme ~a(t) + R~ζ (en effet, c’est l’en-
semble
{
~y ∈ R3, tels que ∃l ∈ R+, ~y = ~a(t) + l~ζ
}
). Par de´finition, le point ~x






= ~Γt (~a(t)) + R
+~ΓS2,t(~ζ),∀t ∈ I,∀~ζ ∈ S
2, (3)




qui associe a` une direction ~ζ au temps t une direction ~ΓS2,t(~ζ) au temps de
re´fe´rence. Plus pre´cise´ment, la de´formation suivante pre´serve la ge´ome´trie
conique 3D :








est une fonction bijective bi-re´gulie`re sur R+ telle que Γ
t,~ζ
(0) = 0.
En pratique nous choisirons Γ
t,~ζ
line´aire afin de rester dans le cadre de
la transforme´e en rayon conique (une bijection plus complexe induirait un
Jacobien dans (8) qui conduirait a` des transformations coniques ge´ne´ralise´es







> 0 pouvant de´pendre du temps t bien entendu, mais aussi de la direction
~ζ. Nous pouvons alors e´crire (4) sous la forme (voir la figure 2) :
~Γt (~x) = ~Γt (~a(t)) + ct,~ζ l
~ΓS2,t(~ζ) (5)
Nous notons maintenant ~v(t)
def
=~Γt (~a(t)) − ~a(t). Nous pouvons donc de´-
composer la transformation ~Γt de (5) sous la forme :
~Γt = ~T~v(t) ◦ ~∆t, (6)
ou` ~T~v(t) est la translation de vecteur ~v(t) (~T~v(t)(~x) = ~v(t) + ~x) et
~∆t (~x) = ~a(t) + ct,~ζ l
~ΓS2,t(~ζ). (7)
Nous pouvons alors remarquer que la de´formation ~∆t peut eˆtre compen-





































Fig. 2 – De´formation ~Γt en ge´ome´trie 3D conique (Cone-Beam)


















Ainsi, il est tre`s simple de compenser la de´formation ~∆t dans la projection
Dtf~T~v(t)◦~∆t c’est-a`-dire dans Dtf~Γt afin de calculer Dtf~T~v(t) . Puis la compen-
sation de la translation ~T~v(t) devient extreˆmement simple puisqu’il s’agit
de reconstruire la fonction f non plus a` partir de l’acquisition 3D conique
suivant la trajectoire re´elle ~a(t), t ∈ I ⊂ R, mais a` partir de la trajectoire














~Γt (~a(t)) + l~ζ
)
dl.
Ainsi, les conditions de Tuy-Grangeat [25, 10] de la reconstruction d’un
point ~x se liront simplement sur la trajectoire virtuelle ~Γt(~a(t)) de meˆme
que la possibilite´ d’utilisation des algorithmes modernes de reconstruction
CB efficaces re´cents, par exemple [16, 18, 22].
3 Expe´rimentations nume´riques
Dans la suite, nous illustrons la formule (10) dans le cas de la ge´ome´trie
cone-beam. Nous supposons que le support de l’objet mesure´ est contenu

























Fig. 3 – Parame`tres d’acquisition en ge´ome´trie CB sur un de´tecteur cylin-
drique virtuel passant par l’axe de rotation (le de´tecteur virtuel ne sert qu’a`
repe´rer les donne´es par (t, α, v), le de´tecteur re´el est en ge´ne´ral diame´trale-
ment oppose´ a` la source, sur le meˆme cercle de rotation).
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3.1 Ge´ome´trie d’acquisition
Nous conside´rons une ge´ome´trie d’acquisition telle que la source de´crit
une trajectoire circulaire de rayon r = 3 dans le plan Ox1x2. Nous avons si-
mule´ un tour de scanner, c’est-a`-dire t ∈ I = [0, 2pi[, ~a(t) = r (cos t, sin t, 0),




Chaque projection est mesure´e suivant un de´tecteur a` ge´ome´trie cylindrique
centre´ sur l’axe de rotation du scanner (c’est la ge´ome´trie d’un de´tecteur
multiligne). Chaque pixel de de´tection est repe´re´ suivant son angle α dans
la ge´ome´trie en e´ventail et sa coordonne´e v suivant la direction de l’axe de
rotation (identique sur chaque ligne du de´tecteur multiligne), voir la figure 3.
Nous avons α ∈ [−αM , αM ] avec αM = arcsin(1/r) et e´chantillonne´e re´gu-
lie`rement suivant nα mesures (∆α =
2αM
nα
). De meˆme nous e´chantillonnons
re´gulie`rement suivant v avec v ∈ [−vM , vM ] et vM =
r√
r2−1 pour un de´tec-
teur cylindrique virtuel passant par l’axe de rotation ~e3 (vecteur unitaire
suivant l’axe Ox3). Le de´tecteur virtuel est donc sur une portion du cylindre
de rayon r et d’axe la droite passant par la source de direction ~e3. Les direc-
tions ~ζ ∈ S2 sont donc parame´tre´es par le couple (α, v) et e´chantillonne´es
re´gulie`rement en α et v.
Plus pre´cise´ment (avec un petit abus de notation) nous avons simule´
Df~Γtp
(tp, αj , vk) = Df~Γtp
(
tp, ~ζ(αj , vk)
)
avec tp = p2pi/nt, p = 0, . . . , nt − 1 ; αj = −αM + 2(j + 0, 5)αM/nα, j =
0, . . . , nα − 1 et vk = −vM + 2(k + 0, 5)vM/nv, k = 0, . . . , nv − 1.
3.2 Compensation des de´formations
Pour nos expe´rimentations nume´riques, nous conside´rons une de´forma-
tion ~Γ de la forme (5) avec ~Γt (~a(t)) = ~a(t) c’est-a`-dire ~v(t) = ~0 (translation
nulle ∀t ∈ I, donc la trajectoire circulaire est conserve´e par ~Γt), et
~ΓS2,t(~ζ) = ~ΓS2,t(~ζ(α, v)) = ~ζ(ΓA,t(α),ΓV,t(v))
avec ΓA,t : R → R et ΓV,t : R → R deux bijections monodimensionnelles.
La de´formation ~ΓS2,t des directions ~ζ(α, v) est donc construite comme la de´-
formation produit de deux de´formations monodimensionnelles suivant cha-
cun des axes : ce choix de la se´paration des variables (α, v) n’est pas ne´-
cessaire mais rend le calcul de l’inverse de la de´formation beaucoup plus
simple puisque ~Γ−1
S2,t
(~ζ(α, v))) = ~ζ(Γ−1
t,A(α),Γ
−1
t,V((v))). De plus, les de´for-
mations ΓA,t(α) et ΓV,t(v) sont choisies ici proche de l’identite´, impaires,
strictement croissantes, line´aires par morceau et de´finies respectivement
par ΓA,t(αM/2) = 0, 5αM/2, ΓA,t(αM ) = αM et ΓV,t(vM/4) = 0, 8vM/4,
ΓV,t(vM ) = vM . Ici encore, le choix de fonctions line´aires par morceau est
guide´ par le souci de simplicite´. On peut remarquer en effet que l’inverse de
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telles applications impaires, croissantes, line´aires par morceau est impaire,
croissante, line´aire par morceau et trivialement donne´e par les points de
controˆle, c’est-a`-dire ici ΓA,t
−1 (0, 5αM/2) = αM/2 et ΓA,t
−1 (αM ) = αM
d’une part et ΓV,t
−1(0, 8vM/4) = vM/4, ΓV,t
−1(vM ) = vM d’autre part.
Par simplicite´, nous choisissons c
t,~ζ
= 1, ∀t ∈ [0, 2pi[ and ∀~ζ ∈ S2. Meˆme si
dans ce cas, c
t,~ζ
, ΓA,t, ΓV,t et ~v(t) sont inde´pendants de t,
~Γt de´pend de t
car elle est de´finie relativement a` ~a(t).
Fig. 4 – De´formations ΓA,t (gauche) et ΓV,t (droite), ainsi que leur inverse
dans le meˆme graphe en pointille´.
3.2.1 Correction des projections CB
Notre premier fantoˆme nume´rique f est l’image 256 × 256 × 256 voxel-
lise´e de la somme des indicatrices de 6 couches sphe´riques concentriques de
rayons inte´rieur et exte´rieur respectifs (0, 07; 0, 1), (0, 17; 0, 2), (0, 27; 0, 3),
(0, 37; 0, 4), (0, 57; 0, 6) et (0, 77; 0, 8), donc chacune d’e´paisseur 0, 03, voir la
figure 5. Ces couches sphe´riques concentriques sont voxelise´es dans un cube
[−1; 1]3 e´chantillonne´ suivant un sche´ma standard re´gulier de 2563 voxels :
notre fantoˆme est la combinaison line´aire d’indicatrices des voxels de l’image.
Le coefficient de l’indicatrice d’un voxel est 1 si le centre du voxel est contenu
dans l’e´paisseur d’une des 6 sphe`res, 0 sinon.
Dans la figure 6, nous repre´sentons les de´formations du fantoˆme a` dif-
fe´rents t (t = 0, 2pi/3, 4pi/3), c’est-a`-dire l’image de f~Γt , ainsi que les pro-
jections dynamiques Dtf~Γt(αj , vk), j = 0, . . . , 255; k = 0, . . . , 255 associe´es.
Nous repre´sentons les projections obtenues par compensation de la de´for-
mation par la formule (10) (imple´mente´e par simple interpolation line´aire).
Nous constatons visuellement que la de´formation est corrige´e dans les don-
ne´es en comparant avec la projection du fantoˆme statique de la figure 5.
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Fig. 5 – Fantoˆme statique : vue 3D du cube [−1, 1]3 e´chantillonne´ re´gulie`-
rement sur 2563 voxels (gauche), coupe en Z = 1/256 (centre) et projection
radiographique associe´e (droite). Comme le Fantoˆme est a` syme´trie sphe´-
rique, toutes les projections sont identiques (ce n’est pas strictement vrai
car le fantoˆme est voxelise´, mais elles sont visuellement semblables et nume´-
riquement proches)
3.2.2 Reconstruction en 3D CB dynamiques
Comme nous l’avons vu, les de´formations que nous conside´rons peuvent
eˆtre compense´es par une correction directe sur chacune des projections et
un changement de trajectoire (reconstruction sur la trajectoire virtuelle
~Γt (~a (t)) au lieu de ~a(t)). Ces traitements sont bien adapte´s aux me´thodes de
reconstructions analytiques modernes qui sont particulie`rement efficaces [14,
18, 27]. Cependant, d’une part les me´thodes de reconstructions alge´briques
ont connu re´cemment une vif regain d’inte´reˆt [24, 23], d’autre part, nous
avons choisi une trajectoire circulaire dans le plan Ox1x2 de la source ~a(t)
qui ne satisfait pas les conditions de Tuy [25] : “une re´gion d’inte´reˆt peut
eˆtre reconstruite de manie`re stable et exacte si tout plan coupant la re´-
gion d’inte´reˆt coupe e´galement la trajectoire de la source de manie`re non
tangentielle” (en effet, en dehors du plan Ox1x2, tous les points ~x du vo-
lume reconstruit rencontrent un plan qui ne coupe pas la trajectoire de la
source, par exemple le plan paralle`le a` Ox1x2 passant par ~x, ce qui viole
la condition de Tuy). Cette trajectoire tre`s simple est fre´quente en image-
rie interventionnelle. Or la de´formation que nous testons ne modifie pas la
trajectoire (~Γt (~a (t)) = ~a(t)) ; la trajectoire virtuelle ne satisfait donc pas
les conditions de Tuy. Dans ces conditions, les me´thodes analytiques exactes
ne sont pas applicables, et un algorithme alge´brique permet de formuler le
proble`me de la reconstruction comme celui de la meilleure approximation
de la solution a` partir des donne´es mesure´es. Nous disposons de codes al-
ge´briques 3D facilement adaptables pour la prise en compte des corrections
de de´formations. Enfin, les codes alge´briques offrent des perspectives plus
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Fig. 6 – Premie`re ligne : coupe du fantoˆme f~Γt a` Z = 1/256 a` t = 0
(gauche), a` t = 2pi/3 (centre), a` t = 4pi/3 (droite). Deuxie`me ligne : projec-
tion Dtf~Γt(αj , vk) du fantoˆme f~Γt a` Z = 1/256 a` t = 0 (gauche), a` t = 2pi/3
(centre), a` t = 4pi/3 (droite). Troisie`me ligne : Compensation des de´forma-
tions dans les projections Dtf~Γt(αj , vk) (de ligne pre´ce´dente) en utilisant
l’e´quation (10), a` t = 0 (gauche), a` t = 2pi/3 (centre), a` t = 4pi/3 (droite).
Nous constatons visuellement (cf. figure 5) que la correction de la de´forma-
tion est de tre`s bonne qualite´.
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larges de prise en compte de de´formations ge´ne´rales, par exemple par une
discre´tisation directe du mode`le Df~Γt(t,
~ζ).
L’algorithme que nous utilisons ici est base´ sur une formulation alge´-
brique re´gularise´e par un ope´rateur de type Laplacien. Plus pre´cise´ment,
la fonction inconnue f est discre´tise´e comme une somme d’indicatrices de
voxels f(~x) =
∑n3
j=1 fjvj(~x), ou` vj est l’indicatrice du voxel j et fj ∈ R est le
coefficient de f dans ce voxel. Soit Li une droite de mesure correspondant a`
un point discret (t, α, v)i de l’espace des droites de mesure, nous mode´lisons













Nous re´solvons les e´quations pre´ce´dentes (autant que de donne´es) au sens
des moindres carre´s re´gularise´s par la me´thode du gradient conjugue´ :
min
f∈Rn3
||Df − g||2 + τ ||Rf ||2,
ou`
– Le vecteur g contient les donne´es, e´ventuellement corrige´es des de´for-
mations dynamiques selon (10).
– La matrice D, de discre´tisation de l’ope´rateur D, est une matrice
creuse : Di,j =
∫
Li
vj(~x)d~x est non nul seulement si la droite de mesure
Li intersecte le voxel j (en dimension 3, il est facile de montrer que D
a au plus 3n− 2 e´le´ments non nul par ligne de longueur n3 car 3n− 2
est le nombre maximal de voxels intersecte´s par une droite dans un
cube de n× n× n voxels).
– la matrice de re´gularisation R est ici une matrice semi-de´finie positive
qui pe´nalise les irre´gularite´s par diffe´rence d’un voxel avec ses voisins
dans la grille 3D (Ri,i = 6, Ri,i±1 = −1, Ri,i±n = −1 et Ri,i±n2 = −1
sauf pour i correspondant a` un voxel sur le bord ou` Ri,i±1, Ri,i±n ou
Ri,i±n2 peuvent ne pas eˆtre de´finis : on adapte alors la valeur de Ri,i
de telle sorte que la somme des e´le´ments d’une ligne soit nulle).
– τ > 0 est un parame`tre de re´gularisation choisi par une me´thode de
validation croise´e ge´ne´ralise´e stochastique [9, 5].
Dans la figure 8, nous comparons les reconstructions 3D d’un fantoˆme
nume´rique dynamique a` partir de donne´es dynamiques corrige´es et non cor-
rige´es a` celle de la reconstruction a` partir de donne´es statiques. Comme dans
le paragraphe pre´ce´dent, nous avons choisi un fantoˆme nume´rique dont les
coupes ont la forme de mires et permettent de bien visualiser les de´forma-
tions. Il s’agit ici d’une somme d’indicatrices de quatre couches sphe´riques
concentriques centre´es en (0, 1; 0; 0) et de rayon inte´rieur et exte´rieur respec-
tifs (0, 1; 0, 2), (0, 3; 0, 4), (0, 5; 0, 6), (0, 7; 0, 8). Le fantoˆme est voxellise´ sur
un cube [−1; 1]3 de n3 voxels avec ici n = 100. Il est pre´sente´ dans la figure 7
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ainsi qu’une projection statique, la projection dynamique correspondante et
la projection corrige´e suivant (9). Nous utilisons la meˆme de´formation ~Γt que
dans le paragraphe pre´ce´dent, c’est-a`-dire, celle de´crite au de´but de la sec-
tion 3.2. La simulation nume´rique de l’acquisition des donne´es met en œuvre
la meˆme ge´ome´trie conique 3D que celle de´crite a` la section 3.1 (cercle de la
source de rayon r = 3 et de´tecteur cylindrique) suivant nt = 161 projections
sur un tour, chaque projection e´tant 100× 100.
Nous constatons, dans la figure 7, que la compensation de la de´formation
dans la projection produit une projection tre`s semblable a` celle associe´e a`
un fantoˆme statique. Nous pouvons voir que notre compensation, principale-
ment base´e sur des interpolations bi-line´aires dans chaque plan de projection,
produit une estimation lisse´e de la projection du fantoˆme statique. Nous re-
trouvons cette le´ge`re perte de re´solution dans la reconstruction a` partir de
projections dynamiques corrige´es, en particulier dans la figure 9. Nous notons
ici que la validation croise´e ge´ne´ralise´e a estime´ la meˆme valeur du parame`tre
de re´gularisation τ = 0.01 pour les trois reconstructions des figures 8 et 9.
Nous constatons qualitativement dans la figure 8, mais aussi plus quantitati-
vement dans la figure 9, que la compensation de la de´formation ame´liore sen-
siblement les performances de la reconstruction en tomographie dynamique.
Cette impression est confirme´e par la distance euclidienne ||f est−f ||2 entre
chaque reconstruction f type, type ∈ {Static,Dynamic,DynamicCorr} pre´-
sente´ dans la figure 8 et le fantoˆme a` reconstruire f pre´sente´ dans la figure 7.
Nous avons ||fStatic−f ||2 = 9, 7× 10
−2, ||fDynamicCorr−f ||2 = 13, 1× 10
−2
et ||fDynamic − f ||2 = 40, 0× 10
−2. L’erreur en norme Euclidienne est, dans
ce cas, trois fois plus grande pour la reconstruction a` partir de donne´es
dynamiques non corrige´es que pour la reconstruction a` partir de donne´es
dynamiques corrige´es.
4 Discussion
Dans ce travail, nous avons montre´ qu’une classe bien plus vaste de de´-
formations que la simple classe des de´formations affines peut eˆtre compense´e
analytiquement en tomographie 3D CB dynamique. Il s’agit de la classe des
de´formations qui pre´servent la ge´ome´trie conique de mesure, c’est-a`-dire,
celle qui transforme le faisceau de demi-droites convergentes de mesures
a` l’instant t en un faisceau convergent a` l’instant de re´fe´rence. Nous avons
montre´ que ces de´formations peuvent se de´composer en une translation com-
pose´e a` une de´formation sur la sphe`re unite´ des directions des demi-droites
d’inte´gration combine´e a` une de´formation le long de chaque direction d’inte´-
gration. Afin de pre´server les formules analytiques d’inversion, nous restrei-
gnons les de´formations le long des demi-droites d’inte´gration a` eˆtre line´aires
(par contre ces dernie`res peuvent de´pendre de la direction d’inte´gration).
Toutes ces de´formations peuvent, bien entendu, varier dans le temps. Nous
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Fig. 7 – Premie`re ligne : visualisation qualitative du fantoˆme statique f :
vue 3D (gauche), coupe a` Z = 1/100 (centre gauche), coupe a` Y = 1/100
(centre droit), coupe a` X = 1/100 (droite). Deuxie`me ligne : projections a`
t = 0, Dtf du fantoˆme statique f (centre), Dtf~Γt du fantoˆme dynamique f~Γt ,
et projection compense´e suivant la formule (9) (droite). Ces trois projections
sont repre´sente´es dans la meˆme e´chelle de niveau de gris line´aire avec comme
convention ici : 0 est attribue´ au blanc et 1 au noir.
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Fig. 8 – Repre´sentation qualitative des solutions. Premie`re ligne : solution
fStatic a` partir des donne´es statiques suivant la meˆme organisation que la
premie`re ligne de la figure (7). Deuxie`me ligne : solution fDynamic a` partir
des donne´es dynamiques. Troisie`me ligne : solution fDynamicCorr a` partir des
donne´es dynamiques corrige´es avec (9).
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Fig. 9 – Coupe Z=1/100 des reconstructions a` partir des projections du fan-
toˆme statique (gauche), a` partir du fantoˆme dynamique sans compensation
des de´formations (centre), du fantoˆme dynamique avec compensation des
de´formations avec l’e´quation (9) (droite). Ces trois coupes sont repre´sente´es
avec la meˆme e´chelle de niveaux de gris line´aire : blanc pour -0,2 et noir
pour 1,2. Nous pouvons constater visuellement que la compensation de la
de´formation selon (9) ame´liore sensiblement la qualite´ de la solution a` partir
de donne´es du fantoˆme dynamique et la rend semblable a` une reconstruc-
tion a` partir de donne´es du fantoˆme statique. En pratique, l’interpolation
pour la compensation des de´formations a` fait perdre de la re´solution sur la
reconstruction.
avons donne´ une me´thode et des formules pour compenser une de´formation
issue de cette classe en ge´ome´trie CB 3D et nous avons illustre´ ce travail par
des expe´rimentations nume´riques sur des fantoˆmes.
Parmi les perspectives imme´diates de poursuite de ce travail, nous sou-
haitons coupler nos me´thodes de compensation de de´formation a` des algo-
rithmes de reconstruction analytique en ge´ome´trie CB 3D suivant des tra-
jectoires plus ge´ne´rales et mieux adapte´es aux me´thodes analytiques que la
trajectoire circulaire. En particulier, il faudrait e´viter de proce´der en deux
e´tapes comme actuellement : compensation a` l’inte´rieur de chaque projec-
tion par interpolation puis reconstruction suivant la trajectoire virtuelle.
Cette me´thode a` l’avantage d’eˆtre extreˆmement simple et de permettre de
re´utiliser des codes de reconstruction existants avec des modifications mi-
neures. Cependant, l’inte´gration de la compensation de la de´formation au
coeur de l’algorithme de reconstruction pourrait permettre de gagner une
interpolation sur les donne´es et donc d’ame´liorer le´ge`rement la re´solution
des reconstructions.
L’identification des de´formations est un proble`me sensiblement plus dif-
ficile. Nous pouvons envisager, comme dans [12, 1], une identification de la
de´formation dynamique dans des reconstructions successives a` basse re´solu-
tion (en supposant que la de´formation est limite´e en fre´quence spatiale et
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temporelle), puis de compenser ses effets a` plus haute re´solution spatiale et
temporelle. Une autre voie consiste a` utiliser des mode`les parame´tre´s de la
de´formation des organes mesure´s et d’identifier les parame`tres de la de´for-
mation dans les donne´es disponibles (les projections radiographiques mais
aussi e´ventuellement en utilisant des capteurs de formes supple´mentaires :
localisateur 3D et marqueurs sur la peau pour la respiration par exemple).
Lorsque la de´formation est complexe et ne pre´serve pas du tout les demi-
droites de mesure, il est probable que les me´thodes alge´briques de recons-
truction adapte´es a` des inte´grales ponde´re´es sur des courbes, produisent de
meilleures reconstructions que les me´thodes analytiques. Cependant, il est
essentiel de connaˆıtre les limites des me´thodes analytiques de compensation
des de´formations. Il conviendra en particulier de re´soudre le proble`me de
la meilleure approximation de la de´formation identifie´e dans la classe des
de´formations que nous savons compenser analytiquement et de mesurer l’ef-
fet de la compensation analytique de cette meilleure approximation dans la
reconstruction.
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